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Resumen: Se investiga las propiedades de controlabilidad y estabilización para
la semidiscretización en una dimensión de la ecuación de onda, donde en esta
semidiscretización, las mallas no son uniformes. Se estudia la controlabilidad en
la frontera. Se usa un esquema de elementos finitos mixtos, y se construye una
sucesión de controles discretos vn para la ecuación de onda semidiscreta. Analizamos
la convergencia de esta sucesión y se prueba que asumiendo M - regularidad de las
mallas la sucesión vn converge a un control continuo.
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FINITE ELEMENT METHOD FOR PARTITIONING IRREGULAR
MIXED TO DISCUSS BORDER CONTROL IN, WITH RESPECT TO
THE STABILIZATION IN WAVE EQUATION
Abstract: One investigates the controllability properties stabilization for the
semidiscretizacion in one dimension of wave equation; where in this semidiscretizacion
the meshes are not uniforms. The controllability in the boundary studies. A scheme of
mixed finite elements is used; and it is constructed a succession of discreet controls Vn
for the semidiscreet equation of wave. We analyzed the convergence of this succession
and test that assuming M-regularity of the meshes, the succession vn it converges to
a continuous control.
Keywords: Controllability in the boundary, stabilization, finite elements.
1. Introducción
El problema estudiado es una ecuación diferencial parcial tipo hiperbólico, específicamente,
la ecuación de la onda unidimensional con término de amortiguamiento, condiciones iniciales y
de frontera de la forma siguiente:
utt − uxx + a (x)ut = 0, en (0, 1) × (0,∞)
u (0, t) = u (1, t) = 0, en (0,∞)
u (x, 0) = u0 (x)
ut (x, 0) = u
1 (x)
(1)
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donde u0 ∈ H10 (0, 1) , u
1 ∈ L2 (0, 1) y a (x) es una función de amortiguamiento el cual es acotado
no negativo y existe M > 0 tal que a (x) > M sobre un subintervalo J ⊂ (0, 1) .
Consideremos la ecuación de onda con disipación sobre el intervalo (0, 1)
utt − uxx + a (x) ut = 0,
donde a (x) es una función de amortiguamiento el cual es asumido acotado no negativo y acotado




















de donde la energía es decreciente y este decaimiento es exponencial.
Consideremos la ecuación de onda conservativa{
ztt − zxx = 0 en (0, 1) × (0,∞)






∈ H10 (0, 1) × L
2 (0, 1) .
La controlabilidad en la frontera de la ecuación de onda continua en tiempo T, es un problema




∈ L2 (0, 1) ×H−1 (0, 1) y luego encontrar, si
es posible, una función v (t) tal que que la solución de
utt − uxx = 0 en (0, 1)× (0, T )
u (0, t) = v (t)
u (1, t) = 0
u (x, 0) = u0 (x) ∈ L2 (0, 1)
ut (x, 0) = u
1 (x) ∈ H−1 (0, 1)
(4)
satisface u (x, T ) = 0, ut (x, T ) = 0 en [0, 1] .
El sistema (4) es controlable en tiempo T si y sólo si cada solución z de (3) con datos iniciales(
z0, z1
)
∈ H10 (0, 1) × L
2 (0, 1) satisface




para alguna constante c > 0.
Definimos una malla (o partición) S(n) como un conjunto de n+ 2 puntos del intervalo [0, 1]
0 ≤ x0 < x1 < · · · < xn < xn+1 = 1
se dice que S es M -regular si
ma´x {xj−1 − xj}
mı´n {xj−1 − xj}
≤M
Denotamos hj = xi+1 − xi. Se deduce el esquema correspondiente al problema (1):













z (x, t)φdx =
∫ 1
0
ux (x, t)φxdx− 2
∫ 1
0
a (x) z (x, t)φdx






si x ∈ (xj−1, xj)
xj+1 − x
hj
si x ∈ [xj , xj+1]





si x ∈ (xj−1, xj+1)
0 en otro caso







































; j = 1, . . . , n
Este sistema necesita solamente de condiciones clásicas de frontera:
u0 = un+1 = 0
En el esquema de elementos finitos mixto sobre una malla S(n) no uniforme para la ecuación
de onda (1) se tiene que la energía ES (t) de este esquema es disipativo y tiene decaimiento
exponencial uniforme con respecto a la malla.




























Asumiremos para toda las subdivisiones las siguientes propiedades de los coeficientes de
amortiguamiento:
0 ≤ aj ≤ k,∀j
aj ≥ α > 0, si xj ∈ J, J¯ ⊂ (0, 1)
















































Uno de los teoremas centrales es el siguiente:
Teorema 2.1 Dado M > 0, existe dos constantes positivas A y µ tal que para toda sucesión
de mallas (Sn)n ∈ A
M , para todo n y para todo dato inicial (u0,(n), v0,(n)) la solución u(n) de la
ecuación (5) satisface:
En(t) ≤ A exp(−µt)En(0).











Para la prueba del teorema (2.1) se divide en 2 etapas:
1. Se establece la equivalencia entre el decaimiento exponencial uniforme y la desigualdad de
observabilidad (6)
2. Realizamos un análisis espectral de la ecuación conservativa con cualquier hipótesis sobre
la malla. Con esto se prueba la existencia de saltos positivos entre los autovalores de cada
malla. Por el lema de Ingham’s es suficiente probar que (6) se cumple para todos los
autovectores.
3. Estabilización y Observabilidad
Prueba de la desigualdad de observabilidad (6)
Se usa el lema de Ingham’s sobre series de Fourier no armónicas. Este lema es:
Lema 3.1 Sea (λn)n∈Z una sucesión de números reales y γ > 0 es tal que:
λn − λn−1 ≥ γ > 0 , ∀n ∈ Z.
Para cualquier T > 2π
γ













Criterio: Dada una sucesión de subdivisiones (S(n))n la desigualdad de observabilidad (2.1) se








donde Ek,(n) es la energía del k ésimo vector (uk, iλkuk) correspondiente a la malla S(n) y I
k,(n)
J









con este criterio se prueba que (7) implica (6). Ver[3]
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4. Problema de controlabilidad exacta en la frontera




∈ L2 (0, 1) × H−1 (0, 1) encontrar una función v ∈
L2 (0, T ) tal que la solución u del siguiente problema
utt − uxx = 0 en (0, 1) × (0,∞)
u (1, t) = 0, u (0, t) = v (t)
u (x, 0) = u0 (x) , ut (x, 0) = u
1 (x)
(8)
satisface u (T ) = 0, ut (T ) = 0. Usando el método de unicidad de Hilbert (HUM) (ver [4]); se ha
probado en [3] que esto es posible en cualquier T > 2. Se puede obtener el control mínimo en la
norma L2 minimizando la funcional
J : H10 (0, 1) × L














u0 (x)ut (x, 0) dx−
〈





donde w es la solución de la ecuación homogénea adjunta:
wtt − wxx = 0 en (0, 1) × (0, T )
w (x, T ) = w (1, t) = 0
w (x, T ) = w0 (x) , wt (x, T ) = w
′ (x)
(10)
Este funcional es coerciva cuando T > 2 y este implica la existencia de un minimizador
(
ŵ 0, ŵ 1
)
,
único debido a la convexidad de J .
Se prueba por argumento de dualidad que v (t) = ŵx (0, t) es el control minimal (norma L
2)
donde ŵ es la solución de (10) con dato inicial
(




Deducimos el esquema asociado al problema de controlabilidad de (8). Este esquema es similar
al presentado en la sección 1.





si x ∈ (xj−1, xj)
xj+1 − x
hj




2 si x ∈ (xj−1, xj+1)






si x ∈ (0, x1)
0 en otro caso
y tenemos:































; j = 1, 2, 3, . . . , n
u0 (t) = v (t) ; un+1 (t) = 0




j (0) = u
1













El problema es entonces encontrar una función v (t) tal que la solución de (11) satisface
uj (T ) = 0, u
′
j (T ) = 0, j = 1, 2, 3, . . . , n. (12)
A continuación elegimos controles de (11) convergente al control HUM de la ecuación (8).
Primero construimos una sucesión vn de controles de (11) en el tiempo T.
Dado T > 2, elegimos E > 0 tal que T − 4ε > 2 y una función ρ de clase C1 tal que
ρ (t) =
 1 si t ∈ [2ε, T − 2ε]0 si t ∈ [0, ε] ∪ [T − ε, T ]













∣∣w′1∣∣2 (t) dt+ 12h20
∫ T
0
























































w0 (t) = wn+1 (t) = 0




j (T ) = w
1
j , j = 1, 2, 3, . . . , n
(14)
La versión discreta del método HUM es enunciado en la siguiente proposición:





















v′ (0) = v′ (T ) = 0
(15)
donde ŵ es la solución de (14) con datos iniciales
(
ŵ n,0, ŵ n,1
)
, entonces vn es un control de (11)
en tiempo T .
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De esta proposición se deduce que para la sucesión vn tenemos que la solución u de (11) con la







































con la notación w0n+1 = w
′
n+1 = 0. De aquí que se cumple
uj (T ) = 0, u
′
j (T ) = 0, j = 1, 2, 3, . . . , n
6. Convergencia de los controles vn
Consideremos las versiones discretas de las normas en L2,H−1 y H10 para la sucesión de



































Proposición 6.1 Asumiendo (17) y que T > 2, entonces las funcionales (J n) correspondientes
a una sucesión de mallas (Sn) ∈ AM son uniformemente coercivas con respecto a n.
Observación: Se prueba está proposición, usando la hipótesis que las mallas son M -regulares y












donde iλ es el autovalor de
−λ2
4






u0 = un+1 = 0






∣∣v′n (t)∣∣2 + |vn (t)|2) dt ≤ c1 (∥∥u0∥∥0 + ∥∥u′∥∥−1)2






es uniformemente acotado con respecto










Definición 6.1 Dada una sucesión de mallas (Sn)n diremos que la sucesión de datos discretos
(an, bn)n definidos sobre las mallas S
n es fuertemente convergente a (a, b) en L2 (0, 1)×H1 (0, 1)
si:








en L2 (0, 1)





∈ L2 (0, 1)×H−1 (0, 1) . Dado M > 0 consideramos una sucesión









en L2 (0, 1) × H−1 (0, 1) en el sentido de la definición (6.1). Entonces la sucesión de
controles (vn)n dado por la proposición (5.1) es fuertemente convergente en L
2 (0, 1) a el control





La proposición (6.3) se prueba aplicando la proposición (6.2), excepto la extracción de
subsucesiones. Tenemos que existe un control v tal que:
vn → v en L




n → 0 en L
2 (0, T ) débilmente
En [3] se prueba que v tiene la forma axŵ (0, t) donde ŵ es una solución del sistema conservativo






1. En la proposición (6.3) la función v ∈ L2(0, 1) es un control admisible. Lo cual implica que
v es dado por el método HUM en el caso continuo (1), minimizando la funcional J dado
por (9).
2. Se ha dado un esquema semi-discreto deducido de un método de elementos finitos mixtos
para la ecuación 1d de la ecuación de onda, el cual tiene un buen comportamiento con
respecto a la estabilización y propiedad de controlabilidad sobre una gran clase de mallas
uniformes que son las M -regular.
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